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Resumo: Neste trabalho se apresenta o enfoque geométrico das funções de uma 
variável complexa, na medida do ensino aos alunos de graduação da engenharia 
e matemática. Damos um esboço de algumas funções analíticas elementares, 
indicando como determinadas curvas ou regiões convexas do plano complexo são 
transformados. A interpretação geométrica das condições de Cauchy-Riemann 
que deve satisfazer uma função analítica é incluída. Damos também duas 
aplicações importantes, a transformações de Joukowski de utilidade na 
aerodinâmica.e de Moebius. Cabe mencionar que um importante material usado 
foi desenvolvido com um sistema de computação algébrica.  
 
Palavras-chave: Transformação conforme, Transformação de Joukowski, 
Sistema de computação algébrica.  

 
 
1. INTRODUÇÃO 
 

 O enfoque geométrico se abre passo em diversas disciplinas da ciência e 
técnica, e ainda nas disciplinas matem� ticas. O estudo das funções de vari� vel 
complexa tem sido facilitado com as novas tecnologias. O esforço dos 
matem� ticos que contribuíram na teoria, como Euler, Gauss, Cauchy, Abel, 
Riemann, Weierstrass, Picard, Poincaré, Hilbert, entre outros, tem multiplicado 
seu potencial com o desenvolvimento de outras � reas da ciência, mas –sem 
dúvida alguma, o uso das técnicas computacionais nas diversas � reas da 
matem� tica representa maiores desafios e novas possibilidades.  
 Este trabalho est� o rganizado da seguinte maneira : na seção 2 
apresentamos as idéias b� sicas para a visualização das transformações 
geométricas experimentadas por curvas e regiões convexas mediante funções de 
uma vari� vel complexa, o que por abuso da linguagem, vamos dizer como 
“visualização das funções complexas”. Na seção 3 vamos nos reduzir à função 
quadr� tica complexa. Depois, na seção 4, apresentamos às mudanças 
geométricas que sofrem curvas e regiões convexas pela aplicação de funções 
analíticas, incluindo a interpretação geométrica das condições de Cauchy-
Riemann. Na seção 5 é dedicada às aplicações, entre as quais figuram a 
transformações de Joukowski e de Moebius. Finalmente daremos algumas 
considerações finais.  
 



 
 

2. CONCEITOS FUNDAMENTAIS 
Quando tratamos as fun� � es reais de uma vari� vel real resulta de interes 

estudar o comportamento local da fun� �o . Desta forma podemos analisar em 
forma qualitativa atrav� s do gr� fico da fun� �o , ou mediante o emprego do 
conceito das derivadas de primeira e segunda ordem. Isto � p elo menos duas 
formas de uso comum s� o: 

- o enfoque anal�tico; 
- o enfoque geom� trico.  
Tomemos como exemplo a fam�lia das fun� � es lineares 
 

( ) Rmcommxxfm Î= , .          (1)  
 
Dependendo do coeficiente angular m, sabemos se cresce ou n� o, mas tamb� m 
se contrai ou dilata  o intervalo unit� rio [ 0,1 ]. 
 

 
Figura 1 : Fun� �e s lineares f0,5(x)  e  f1,5(x), uma contrai, a outra dilata [ 0,1]. 

 
Consideremos agora a fam�lia de fun� � es de vari� vel complexa, 
 

( ) Creacomazzf i
a Î== f, .         (2) 

 
onde o número complexo a est� n a forma polar, r � o módulo e f  � seu 
argumento.  

Consideremos o quadrado unit� rio no plano complexo, isto � o q uadrado Q 
cujos v� rtices s�o  0 , 1, 1 + j , j , onde  j  representa a unidade imagin� ria. A 
imagem fa(Q) ser� outro quadrado no plano complexo depois de experimentar 
duas transforma� � es. 

 
Tabela 1 : Transforma� �e s experimentadas pelo quadrado unit� rio Q. 
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A tabela 2 mostra os c� lculos para 4

2
4
6 ja += , simulando o quadrado 

unit� rio. 
 

Tabela 2 :  Resultados do c� lculo das coordenadas no plano u-v mediante  fa(z). 

Desta forma o lado do quadrado Q no plano complexo x-y que une a origem e o 
ponto 1 transformou-se no segmento de reta no plano complexo u-v que une a 
origem e o ponto de abscissa 0,612 e ordenada 0,354, isto � o número complexo  
0,612 + j 0,354. S� o os pontos da última linha da tabela. Tamb� m, o lado do 
quadrado Q no plano complexo x-y que une 1 e o ponto 1 + j transforma-se no 
segmento de reta no plano u-v que une 0,612 + j 0,354 com 0,259 + j 0,966, a 
última coluna da tabela.  

Na figura 2, obtida mediante recursos gr� ficos de um sistema de computa� �o 
alg� brica, podemos observar dois casos diferentes, no primeiro a rota� � o � 30° , 
cujos c� lculos est� o reproduzidos anteriormente, e no segundo caso quando a 
rota� � o � de 60 ° .  

 

 
Figura 2 : Quadrados original e transformado mediante fun� �e s lineares, na direita 

quando 4
2

4
6 ja +=  ( contra� �o com rota� � o 30ë ) e na esquerda quando  2

6
2
2 ja +=  

(dilata� �o com rota� �o 60 ë ). 
 



 
 

   
3.  FUNÇÃO QUADRÁTICA 
 

Consideremos agora a fun� �o qua dr� tica, isto �  q(z) = z2, sendo z um 
n� mero complexo. 
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 Mais uma vez o dom�nio de interesse ser� o q uadrado unit� rio Q, descrito 

anteriormente. Os resultados num� ricos aparecem na tabela 3. 
 

Tabela 3 : Resultados do c� lculo das coordenadas no plano u-v mediante a fun� �o q(z) = z2. 

O lado do quadrado Q que une a origem e o ponto 1 � o segmento da reta [ 0,1 ] 
no plano u-v, o lado unindo 1 e 1 + j do plano x-y transformou-se no arco da 
par�bo la 2

4
11 vu -=  que une 1 com 2 j, e o lado que une 1 + j com j � ag ora o arco 

da par�b ola 12
4
1 -= vu  do plano u-v. 

 
Figura 3 : Quadrado original no plano x-y e conjunto transformado no plano u-v 
mediante a fun� � o quadr� tica q(z) = z2. 
 
Podemos ilustrar em forma seqüencial, a forma que o quadrado Q � 

transformado se definimos a fam�lia de fun� � es  



 
 

 
( ) 10,)1( 2 ££+-= ttzztzgt ,               (5) 

 
Na verdade, se trata de uma combina� � o linear da fun� � o identidade f1(z) = z 

e a fun� �o q uadr� tica q(z) = z2 , isto � gt(z) � uma homotopia linear que leva a 
identidade na fun� � o q(z). A figura 4 mostra a seqü� ncia para t = 0, ..., 1, 
mudando cada 

�

t = 0,25. 

 
Figura 4 : Seqü� ncia da transforma� �o do quad rado Q. 

 
Observa� � o. Na pr� tica educacional resulta gratificante perceber que o aluno 

capta as formas de trabalho geom� trico no plano complexo mais rapidamente que 
o c� lculo ou a an� lise com fun� � es complexas. Ap� s ter refrescado a aritm� tica e 
geometria dos n� meros complexos na sala de aula, o emprego do computador 
aperfei� oa a aprendizagem. 

O trabalho com outras curvas e regi� es (setor circular) representa um maior 
impulso ao  entendimento das fun� � es complexas, em especial quando depois se 
trabalhe com integra� �o n o campo complexo. Neste trabalho vamos nos limitar ao 
enfoque qualitativo. 
 
4. FUNÇÕES ANALÍTICAS. CONDIÇÕES DE CAUCHY-RIEMANN 
 

Uma fun� �o de vari� vel complexa que possui derivada numa vizinhan� a de 
um ponto se diz anal�tica. Em forma equivalente se pode expandir-se em s� rie de 
pot� ncias. No caso de fun� � es reais, a expans�o d e McLaurin da fun� � o seno �  
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da mesma forma substituindo a vari� vel real x pela vari� vel complexa z, obtemos 
a fun� � o seno na vari� vel complexa. As aproxima� �e s polinomiais de Taylor de 
seno podem observar-se na seguinte figura, nas duas vers� es, com x real e com 
z complexa. 



 
 

 
Figura 5 : Aproxima� �e s de Taylor para a fun� �o seno, caso x real na esquerda, 
caso z complexo na direita. A transforma� �o do  quadrado unit� rio par n = 2, 3, 5. 

 
O que podemos observar � q ue o quadrado unit� rio se deforma em forma 
cont�nua at� chegar rapidamente a uma posi� � o fixa. A malha vermelha da direita 
se deforma na malha azul. 

Consideremos agora fun� �e s n� o anal�ticas tais como ( )zzg sen)( =  e 
( )zzh exp)( = . Na verdade, s� o composi� �e s de uma fun� �o n � o anal�tica, o 

conjugado de z, com uma fun� � o cont�nua. Como sabemos a derivada de uma 
fun� � o composta �  o produto das derivadas das fun� � es componentes, num 
sentido apropriado; s� q ue n� o existindo a derivada da fun� �o q ue para todo z faz 
corresponder seu conjugado, ent� o a fun� � o composta n� o � an al�tica. Para 
melhor visualiza� �o estabelecemos uma fun� �o qu e vai transformando em forma 
cont�nua o quadrado unit� rio no conjunto que resulta de aplicar qualquer das duas 
fun� � es, o que se denomina aplica� �o h omotópica, ou homotopia, como foi o 
caso do quadrado unit� rio mediante a fun� � o quadr� tica da equa� �o (5).  

   

 
Figura 6 : Seqü�n cias das transforma� �e s do quadrado unit� rio com duas fun� �e s 

n�o ana l�ticas. Na direita mediante ( )zzg sen)( =  e na esquerda com ( )zzh exp)( = . 
 



 
 

Nas duas figuras Q transforma-se num conjunto que fica no semiplano inferior 
Im(z) < 0. 
 
Interpretação Geométrica das Condições de Cauchy-Riemann 
 Ap� s definir a derivada de uma fun� �o de  vari� vel complexa, o seguinte 
passo � e xpressar as condi� �e s para que uma fun� �o seja anal�tica.  
 
Teorema. Dada uma fun� � o ),(),()( yxjvyxuzf +=  definida para todo jyxz +=  
num conjunto aberto S no plano complexo. A condi� �o n ecess� ria e suficiente 
para que f(z) seja anal�tica em z � qu e se verifiquem as condi� �e s: 
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As equa� � es (7) s� o conhecidas como as condi� � es de Cauchy-Riemann, 

ÁVILA (2000). 
Consideremos um ponto do plano complexo onde se cumprem estas condi� � es, e 
calculemos o produto interno dos gradientes das fun� �e s u e v. 
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Ou seja, as curvas de n�vel de u(x,y) e v(x,y) s�o trajet� rias ortogonais. 
  

 

 
Figura 7. Curvas de n�vel de ( ) 222Re),( yxzyxu -==   e  ( ) xyzyxv 2Im),( 2 == . 

 
 



 
 

5. APLICA� � ES : TRANSFORMA� � ES DE JOUKOWSKI E DE MOEBIUS 
 
5. 1.  Importante aplica�ã o na aerodinâmica: Transforma�ã o de Joukowski 

Uma das principais transforma� � es � a de Joukowski. Partimos da fun� �o 

z
zzf

1
)( += , a soma da identidade com a inversa multiplicativa, e a circunfer�n cia 

unit� ria centrada na origem � transformada no conjunto de pontos 
pqq 20, ££= iez . Desta forma, ( ) ( )qqqq q jjjj eeeef Re2cos2)( ==+= - , isto � a  

circunfer� ncia unit� ria transforma-se num segmento no eixo real do plano 
complexo. 
 

Figura 8. Transforma� �o do  c�rculo unit� rio num segmento mediante a fun� �o 

z
zzf
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Agora a circunfer� ncia vai experimentar uma pequena dilata� � o e um 
deslocamento do centro ao longo do eixo real. Com este prop� sito definimos a 
fun� � o  

 
( ) ( ) jtetp ddd ++-= 1, ,             (9) 

 
O gr� fico no plano complexo �  uma circunfer� ncia cujo centro � deslocado d 

unidades a esquerda sobre o eixo real e com raio  1 + d. O conjunto resultante 
mediante a fun� �o � o ae rof� lio que mostra a figura seguinte. 

 

 
 
Figura 9 : Transforma� �o do  c�rculo unit� rio deslocado e dilatado apropriadamente no 
aerof� lio. Para a transi� �o da d ireita empregamos a homotopia j� conhecida. 
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Outras possibilidades de an� lise j� e scapam do n�vel deste trabalho. 

Mudan� as de perfil, ângulo de ataque ou an� lise das equa� � es diferenciais 
envolvidas pertencem a disciplinas mais especializadas, como dinâmica dos 
fluidos ou aerodinâmica. Nesta introdu� � o, foram usados parâmetros � � ��� �	��

���

rela� �o ao s estudados na aerodin� mica visando salientar a an� lise gr� fica 
qualitativa, importante para iniciar-se nas fun� �e s  de vari� vel complexa. Na figura 
10 se mostra um aerof� lio el�ptico com um determinado � ngulo de ataque. 

 

 
Figura 10 : C�rculo com centro fora do eixo real e aerof� lio resultante da 

transforma� � o de Joukowski. 
 
Aplicando a transforma� �o de  Joukowski nos modelos matem� ticos de 

aerof� lios sobre um cilindro (ou circulo no caso bidimensional), os engenheiros 
aeron� uticos estabelecem previs�e s das for� as de sustenta� �o e  arrasto nas 
asas de um avi�o cujas se� � es transversais possuem certas formas de aerof� lios. 
Utilizando um sistema de computa� � o alg� brica (Derive, Maple, MatLab, Mathcad, 
Matem� tica) ou software de geometria din� mica (Geometer's Sketchpad), os 
estudantes podem criar e explorar seus pr� prios aerof� lios e fazendo isso 
aprendem a import� ncia das fun� � es de vari� vel complexa numa forma v�vida, 
incluso “obtendo curvas interessantes do ponto de vista est� tico e podendo 
chegar a ter um comportamento aparentemente ca� tico”, segundo Olive (2002). 
 
 
5.2. Transforma�� o de Moebius. 
 

A transforma� � o de Moebius � u ma fun� �o racional complexa da forma 
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onde a, b, c e d s� o constantes complexas. Suas propriedades s�o muito 
interessantes e suas aplica� � es s�o in� meras. Para que a equa� � o (10) tenha 
sentido podemos decompor numa seqü	n cia das seguintes transforma� �e s: 
 
 



 
 

Express�o  Tipo de transforma� � o 
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Observe que se ( ad – cb ) = 0, ent�o M(z) seria a fun� �o constante  c

az � , e 
neste caso a transforma� � o M(z) se denomina singular. A segunda transforma� �o 
foi utilizada na transforma� � o de Joukowski, mas n�o e ntramos no detalhe 
geom� trico em forma espec�fica.  
 

 

Figura 11 : Na invers� o geom� trica 
z

z
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� , o ponto P � transformado no ponto 

P’, sobre o mesmo raio que parte do centro do c�rculo de forma tal que  
2' rOPOP =´ . E depois calculando o conjugado obtemos  P”. Resumo : 
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A invers� o � a  composi� �o de d uas fun� �e s, a invers� o geom� trica e depois o 
conjugado. A invers� o geom� trica leva um ponto da circunfer�n cia unit� ria nele 
mesmo. 

Na figura seguinte observamos a transi� � o do quadrado unit� rio e do c�rculo 
unit� rio mediante a transforma� � o de Moebius. Utilizamos a fun� �o  
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ou seja com  a = 1, b = - 0.2 j, c = - 0.2 ��� ( )412.01
p

jd ++=   na equa� � o (10). A 

seqü�n cia foi obtida como nos anteriores exemplos, isto � com a homotopia 
 

)()1()( ztMztzgt +-= ,         (12) 
 

 
Figura 12 : Aplicando a homotopia dos anteriores exemplos observa-se a 
transi� �o d o quadrado e c�rculo unit� rios mediante a transforma� �o de  Moebius. 
 
A import� ncia da transforma� � o de Moebius radica nas aplica� � es, Epstein 

(2003). 
 �

Para gerar malhas conformes num dom�nio simplesmente conexo, se 
transforma o dom�nio no quadrado, empregamos ent� o uma malha 
regular e voltamos ao dom�nio de interesse mediante a transforma� �o 
inversa. 

� Para visualizar o c� rebro humano, o material de interesse est� na  
superf�cie, mas esta n� o � suave. A estrat�g ia consiste em achar uma 
transforma� �o conforme entre o c� rebro e o plano complexo. Desta 
forma podemos visualizar as unidades funcionais do c� rebro como 
regi�e s do plano. 

� Para a otimiza� �o d e superf�cies trianguladas tridimensionais, se busca 
uma transforma� � o de Moebius que minimize a m� xima � rea de 
distor� �o do tri� ngulo. 

� A estreita rela� �o com a teoria de Relatividade de Einstein, ver 
Needham (1997). 

 
 
6. CONSIDERA� � ES FINAIS 
 

“A visualiza� �o na matem� tica precisa de criar experi� ncia tang�vel com 
objetos e conceitos matem� ticos abstratos”  conforme Hanson et al. (1994). No 
caso das fun� �e s de vari� vel complexa, alguns conceitos e fatos podem 
potenciar-se com m� todos de visualiza� � o. A nossa percep� �o � qu e os alunos 
de gradua� � o de engenharia e matem� tica s�o muito motivados. O mesmo vale 
para aqueles que s� o orientados ao pragmatismo, pois quando o professor 
explica – ainda na forma mais elementar – o leque das aplica� �e s, o interesse 



 
 

pela disciplina cresce. Este trabalho �  o produto da experi�n cia do autor ao 
ministrar disciplinas de C� lculo Avan� ado (PUCRS) ou C� lculo Aplicado e 
M� todos Matem� ticos (UNISC) nos � ltimos 10 anos. 

 
Evidentemente o uso de um sistema de computa� � o alg� brica ou de 

geometria din� mica envolve ao aluno em experi� ncias novas para enfrentar 
outras situa� � es. O problema n� o se reduz a s� utilizar a matem� tica como uma 
ferramenta de c� lculos, melhor ser� em us� -la para apreender e manipular novas 
id� ias. Para os c� lculos est� o computador ou a calculadora. Os dados em 
rela� �o 	 compara� � o de turmas, onde se desenvolveram experi� ncias com 
novas formas de ensino e com turmas onde o enfoque e planejamento da 
disciplina assumiram o modelo cl� ssico expositivo, ficam para uma outra 
oportunidade. Mas s� p odemos indicar, que a disciplina se revitalizou muit
ssimo. 
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