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Resumo: Neste trabalho apresentamos os métodos iterativos matriciais sob o ponto de vista
do ensino na engenharia. Os métodos matriciais diretos ou iterativos tentam resolver os
sistemas lineares, que surgem em diversas dreas da engenharia e da ciéncia. Primeiro se
apresentam os métodos estaciondrios e fazemos uma referéncia aos métodos iterativos ndo
estaciondrios. A andlise da convergéncia dos métodos estaciondrios € dada estabelecendo
uma comparagio entre alguns deles.
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1. INTRODUCAO

O estudo dos métodos iterativos matriciais para resolver os sistemas lineares tem sido
estimulado pelo avango tecnolégico durante o século XX. Na verdade, o objetivo de resolver:

Ax=Db (1),
onde x é um vetor coluna de n elementos, A uma matriz quadrada de ordem 7, € b um vetor
também de n elementos foi tratado por diversos matemadticos, entre os quais salientamos
Gabriel Cramer (1704-1752) e Carl Friedrich Gauss (1777-1855). O primeiro formula uma
solu¢do mediante determinantes e Gauss trabalha desde um ponto de vista abstrato na busca
de um enfoque direto para resolver os sistemas lineares. Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-
1851) parte de um ponto de vista diferente, criando uma seqiiéncia a partir de um valor
relativamente aproximado da solugdo; a seqiiéncia se aproxima a solugdo de (1), caso
verifique determinadas condi¢des. O matemadtico Philipp Ludwig von Seidel (1821-1896)
culmina esta etapa inicial ao apresentar seu método iterativo para resolver sistemas
lineares.Este trabalho foi organizado da forma seguinte. Na secdo 2 se fornece um relatdrio
dos principais métodos iterativos, basicamente os estaciondrios. Na secio 3 comparamos com
resultados numéricos gerados por um sistema de computacao algébrica alguns dos principais

métodos, incluindo a andlise dos residuos. Finalmente formulamos algumas conclusdes.
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2. METODOS ITERATIVOS MATRICIAIS

Mediante uma ilustracdo vamos a considerar os principais métodos iterativos basicos. O
problema € resolver o sistema linear.
2x+0.8y—-0.6z=1
0.8x+y+0.1z=—-1, 2)
—-0.6x+0.1y+4z=1
Na primeira equacdo de (2) podemos isolar x, na segunda equacdo isolamos y, € na

terceira isolamos z, obtendo desta forma :

x=1(1-0.8y+0.67) x 0 -04 037x] [05
y=-1-0.8x—-0.1z , ou yl=[-08 0 —01|y|+| -1 (3)
z=1(1+0.6x-0.1y) z| 015 —-0.025 0 |z| |025

quando empregamos a forma matricial. A equacgfo (3) permite considerar a férmula iterativa

x|l [+ 00T 0 -08 067 x] [1
Yin |=|0 1 0[|-08 0 —0.1|y, [+|-1][, keN. @)
Z] (00 L[l0o6 -01 0 |z | |1

que permite determinar uma seqiiéncia de pontos no espago que se aproxima a solucdo do
sistema linear (2).
2.1 Método de Jacobi (aproximacoes simultineas)

Reescrevendo a férmula (4) em forma explicita, MARON et al (1991):

X,.,=D"'(JX, +b), keN, 3, onde D é a matriz diagonal (2,1,4),
0 -08 0.6

isto € os elementos da diagonal da matriz do sistema, J é a matriz | — 0.8 0 -0.11,
06 -01 0

b:[l -1 1]Té o vetor da direita de (2) e X representa o vetor incdgnita.

A férmula (5) determina as iteracdes de Tabela 1: Iteracdes mediante o método de

Jacobi. Calculemos as duas primeiras Jacobi. x'k i3 z,

0 0 0

0.3 -1 023
0875 -1.425 035
1473 -1.813 || 0431873
1.355563 || -1.9583185 || 0.471623

K
iteragdes, iniciando com x,=[0 0 o], _10
2]
el
4]
" &|[1 434763 || 2131613 | [0.502914
&
7]
el
9|
10|

X, =[05 -1 025], e

X,=[0.975 -1.425 035]. A seguinte

tabela nos oferece as primeiras 10 1503519 || -2198101 || 0516505
1534792 | [ 2264666 || 053048
156101 || -2 280882 | [ 0538585
1573328 || -2.302467 | [ 0.541174

1583339 (| -2.31275 (| 0.543361

iteracdes:




A seqiiéncia do método de Jacobi se aproxima a solugdo = [1.597502, -2.332796, 0.547945 ],
s6 que este resultado aproximado com seis casas € obtido apds 32 iteragdes.
No método de Jacobi a matriz A € decomposta numa diferenca de duas matrizes,
A=D-J
=(D-J)X =b, reescrevendo sistema (1)
= DX =JX +b, trasnpondo para esquerda’ ©
= X=D"(JX +b)
daf resulta a férmula iterativa matricial (5). Observe-se que J € a soma de duas matrizes
triangulares, uma estritamente inferior e outra estritamente superior. O método de Jacobi
resolve cada varidvel localmente em relagdo as outras varidveis: uma iteracdo do método
serve para resolver cada varidvel s6 uma vez. A convergéncia € lenta.
2.2 Método de Gauss-Seidel (aproximacoes sucessivas)
Se depois de calcular xx,; na férmula (4), aproveitamos este valor para o célculo de yy.i, €

imediatamente empregamos estes valores no célculo de zx+;, obteremos um método que

atualiza os valores das iteracdes.

X 1 0 0)|0 -08 06 |x, 1
Vit -2 1 0]]0 0 =01y, |+|-1|], keN. @)
Zint %~ FI\O 0 0 Z, 1
Reescrevendo a férmula (7) em forma explicita: X,,, = F ' (UX, +b), ke N. (8)
2 0 O 0 -08 0.6
com F=| 0.8 1 0|, U é amatriz estritamente triangular superior | 0 0 —-0.1{,¢e
-06 0.1 4 0 0 0

b e X sdo os vetores independente e das incognitas, respectivamente.

A férmula (5) determina as iteracdes de Gauss-Seidel. Calculemos as duas primeiras

iteracoes, iniciando com X, = [0 0 O]T , X, = [0.5 -14 0.36],

eX, = [1.168 -1.9704 0.47446]. A seguinte tabela nos oferece as primeiras 10 iteracdes:

" % %y

0 0 ]
05 -1.4 0.36

Tabela 2: Iteracdes mediante o método de Gauss-Seidel.

1.168

-1.9704

0.47446

1.430488

-2.191844

0.519371

1.532549

-2.277976

0.536832

1.87224

-2.311475

0.543623

1.887677

-2.324504

0.546264

1.893681

-2.328571

0.547291

1.596016

-2.331542

0.547631

1.596924

-2.332308

0.547346

1.897277

-2.332608

0.547907




A seqiiéncia do método de Jacobi se aproxima a solugdo, e precisamos 17 iteracdes para
obter uma aproximacg@o com 6 casas decimais, mais rapido que com o método de Jacobi. A
decomposi¢do matricial no método de Gauss-Seidel ¢ A=F - §'.

2.3 Método de Sobre-Relaxacio Sucessiva (método SOR)

Este método € considerado como uma extrapolacdo realizada no método de Gauss-Seidel.
Tal extrapolac@o assume a forma de uma média ponderada entre a iteragdo prévia e a iteracio
de Gauss-Seidel calculada para cada componente, isto é

Xk+1:a)X1<Siid81+(l_a))st ke N, 9)

onde o vetor X representa a iteragio de Gauss-Seidel e ® € o fator de interpolagdo. A

idéia basica € escolher um valor para ® que acelere a convergéncia das iteragdes a solugdo.

Na forma matricial escrevemos

X, =D-aL) (0U +(1-w)D)X, +ab), keN, (10
0 0 0
sendo L=|—-0.8 0 0 | uma matriz estritamente triangular inferior, e as outras matrizes
06 -01 0

D e U sao ja conhecidas. Se ® = 1, o método SOR se reduz ao método de Gauss-Seidel. A

féormula (10) expressa a férmula iterativa do método de sobre-relaxacdo sucessiva.
. . . ~ e . T
Calculemos as duas primeiras iteracdes, iniciando com X, =[0 0 O] ,

X, =[0.560829 —1.624905 0.420338], ¢ X, =[1.363067 —2.194248 0.520143].

A seguinte tabela nos oferece as primeiras 10 iteragdes:

Ty ¥ 4

a ] a
0.560829 |(-1.624905 | [ 0.420338
1363077 ([-2.194248 | [0.520143
1.554505 |(-2.307951 | [ 0.543387
1.5900585 |[-2.328626 | [0.547129
1.596262 -2.3321 || 0547316
1.897297 |[-2.332682 | [ 0.547923
1.997469 | [-2.332777 |[0.547942
1.597497 |[-2.332793 | [ 0.547945
1.597501 |[-2.332796 | [ 0.547945
1.597502 |[-2.332796 | [ 0.547945

Tabela 3: Itera¢des mediante o método

de Sobre-Relaxagdo Sucessiva.

=
=

Obtemos o mesmo resultado com apenas 10 iteracdes, o que mostra a convergéncia

rapida. Kahn (1958) tem mostrado que o método nio converge se ® estd fora do intervalo



(0,2). Para a tabela 3 escolhemos o valor ® = 1.121658, que otimiza a convergéncia segundo

veremos depois.

2.4 Métodos estacionarios e niao estacionarios

Os métodos iterativos matriciais que podem expressar-se na forma
X, =MX, +c, keN. (11)
(onde M e c¢ nao dependem de k) sdo chamados métodos iterativos estaciondrios, ARAUJO
(1997). Os trés métodos anteriores pertencem a essa familia. De outro lado, os métodos
iterativos ndo estaciondrios diferem pelo fato que os célculos envolvem informagdo que

muda em cada iteracdo. No que segue apresentamos o método do Gradiente Conjugado.
2.5 Método do Gradiente Conjugado
Analisaremos o problema quadratico
minfL (X7 AX )-b" X}, (12)

onde A € uma matriz quadrada definida positiva de ordem n. Resolver o problema da equacio
(12) equivale a resolver o sistema linear da equacgdo (1). Como A ¢ definida positiva, entdo
para todo vetor Uy, U/ AU, >0. O método de gradiente conjugado consiste em obter um
vetor de direcio G, = AU, —b , para cada vetor Uy obtido na etapa anterior, e calcular o
novo vetor mediante a férmula

U,,=U, -4,G,, keN, (13)

- . O que acontece é que Gy € o gradiente da funcdo objetivo
G, AG,

com o coeficiente A, =

f(X) =%(X TAX )—bTX , isto € Gy aponta na direcdo do méximo crescimento da fungdo,

assim o método procura em cada ponto caminhar na dire¢do oposta.

Figura 1: Enfoque grafico do método do Gradiente Conjugado
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Reproduzimos na seguinte tabela os resultados obtidos para o problema da equacao (2).



Tabela 4 : Iteracdes mediante 0 método do Gradiente Conjugado.

¥ % o

o 1] 1]

0.75 -0.75 0.74
0.9230581 -1.04104 | [ 0.285909
1.024108 || -1.504531 || 0.614236
1192898 ||-1.625736 || 0.391318
1.28736 | [-1.857947 | [ 0.589003
1.372833]-1.93239 || 0.460715
1.42123 || -Z.06617 || 0.570591
1.470518 ] -2.10741 || 0.493669
1.488348 || -2.18244 || 0.560762
1.5255891 ||-2.205762 || 0.520192

R

Neste caso, para obter um resultado com a aproximacao de 6 casas decimais precisamos de 53

iteracdes.

3. ESBOCO DA CONVERGENCIA DOS METODOS ITERATIVOS

Os métodos estaciondrios convergem se a matriz do sistema € diagonal dominante, isto é

n n
quando |al.1.| > Z‘aij‘, para i =1, ..., n,0u |al.1.| > Z‘aij‘, paraj=1, ..., n. Para o método do
i=1 J=1
i#j J#
gradiente conjugado sé precisamos que a matriz seja definida positiva. Como ja sabemos, a
matriz sob consideragdo do sistema da equagdo (2) satisfaz estes requerimentos. Visando
comparar a convergéncia dos métodos, definimos a fung@o res(k) como o valor absoluto do
residuo n-ésimo.

Figura 2 : Grafico dos residuos dos quatro métodos considerados.
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Conforme se observa, a partir das primeiras iteracdes o método de sobre-relaxacdo sucessiva

converge mais rapidamente a solucdo exata. Para melhor visualizacdo consideramos seus

logaritmos naturais, isto é res(k) = \/(xk“ =5 ) 4 e =0 + G =) ) (14)

In(res(k))



com k=1, ..., n, para cada seqii€ncia de iteragdes do correspondente método. A figura 3 da
uma idéia clara.

Figura 3 : Logaritmos naturais dos residuos dos quatro métodos iterativos.
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A declividade da reta dos logaritmos naturais dos residuos no método de sobre-relaxacdo
sucessiva ¢ maior (mais negativa), seguida pelas declividades das retas dos logaritmos
naturais dos residuos no método de Gauss-Seidel e no método de Jacobi, nessa ordem. A
determinagdo da declividade destas retas € uma tarefa accessivel ao estudante de engenharia,
0 que permite envolver-se com um primeiro passo no estudo da convergéncia de métodos
iterativos. Uma palavra apenas sobre o valor 6timo do pardmetro empregado no método de

sobre-relaxacdo sucessiva, conforme NAKAMURA (1992), WOOD (1999). Se denotamos

com p o raio espectral da matriz de iteragdo de Jacobi, ou seja p = max{A,,4,,....4, } (o valor

P . 1 - . -
maximo dos autovalores da matriz D~ J, supondo que todos sdo reais), entdo

2
a)() t =
T l+41-p?
da equac@o (2), os autovalores da matriz de iteracdo de Jacobi resultaram A; = 0.621928,

A =-0.58918, A3 = -0.032749, e assim p = 0.621928; conseqiientemente @y = 1.121658.

; (15), se p>1, entdo @Woxr serd complexa. No caso do sistema linear

Finalmente devemos salientar que as consideragdes sobre convergéncia de um método

iterativo nem sempre sdo dado com um enfoque organico e mais aprofundado.

3 CONSIDERACOES FINAIS

Os métodos iterativos matriciais sdo muito empregados na solucdo numérica de equacdes
diferenciais e integro-diferenciais em vdrias dreas da ci€ncia e da engenharia. A introducio
destes métodos representa um esforco na disciplina de Calculo Numérico oferecida aos alunos
de graduacdo da engenharia, especialmente para aqueles que s@o candidatos a usar métodos
numéricos para resolver sistemas lineares de grande porte. Além disso, o cabal conhecimento
dos métodos iterativos lineares € um bom degrau para depois apreender métodos iterativos de

sistemas de equagdes ndo lineares multidimensionais, pois representa um requisito basico,



conforme indica ORTEGA atua (2000). De fato alguns dos métodos se generalizam quando
desejamos resolver sistemas de equagdes ndo lineares. De outra parte, resulta importante
apresentar um bom exemplo antes preencher de férmulas. O uso de um sistema de
computagdo algébrica é uma ferramenta indispensavel na disciplina, melhor que o uso da
calculadora, pois o aluno pode introduzir-se as nogdes bdsicas de programagao. Neste trabalho
empregamos Mathcad, e nas aulas foi utilizado Maple.

Em relacdo & convergéncia apenas foram apresentadas algumas idéias por tratar-se de um
evento de ensino na engenharia. O fato de estabelecer uma compara¢@o da convergéncia de
distintos métodos ndo s6 com defini¢des precisas da estimativa de erro, mas também —apds
conhecer que as aproximagdes convergem sempre que fiquem verificadas certas hipdteses-
manipular os residuos das aproximagdes, permite familiarizar ao aluno com tépicos mais
aridos, como o de convergéncia. Outro assunto que ndo foi abordado neste trabalho é da
andlise qualitativa dos métodos numéricos lineares. Para isso se define uma norma no
conjunto de matrizes do sistema, e apds estabelecer os diagramas das iteracdes, se observa a
intima relacdo das 6rbitas definidas como uma seqii€ncia das iteragdes com a velocidade de

convergéncia do método sob consideragdo.
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