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RESUMO

Neste trabalho apresentamos a forma de desenvolvimento do ensino da otimizacdo de
funcdes de duas ou mais varaveis aos alunos de graduacdo de matemadtica e engenharia da
PUCRS. Partimos da idéia fundamental que o enfoque geométrico e o auxilio do computador
formam pecas importantes da aprendizagem dos conceitos do cdlculo diferencial e integral de
uma ou mais varidveis. Além disso, no trabalho de sala de aula se usa com freqiiéncia o
chamado método heuristico que permite a descoberta dos préprios alunos de alguns conceitos
basicos. Com isso, o uso de um sistema de computagdo algébrica é parte da engrenagem no

ensino do calculo.

PALAVRAS-CHAVE

Sistema de computagdo algébrica, multiplicadores de Lagrange

1. INTRODUCAO

O ensino do célculo diferencial e integral evolui com o tempo. Desde a descoberta de
Newton e Leibnitz dos conceitos de derivada e integral, a forma da aprendizagem mudou nos
mais de trés séculos de existéncia. Algumas vezes o enfoque foi dedicado a intui¢do, devido a
necessidades pragmadticas, outras a preferéncia voltou-se a fundamentagdo tedrica dos
conceitos envolvidos (no¢@o formal do limite de uma fung¢@o, integral de Riemann). Hoje com
a explosdo da informética estamos assistindo a uma mudanga radical de nossas formas de
comunicagdo e ensino nos diversos campos da matemdtica. Além do quadro e giz, sua voz e
talento, o professor de matemadtica vai entrando no mundo da era tecnoldgica, se adequando

mais e mais com as novas tecnologias, usando o Power Point, preparando textos e provas em



processadores de textos (Word, Latex), passando notas em folhas eletronicas (Excel, Lotus) e
usando programas matemadticos mais ou menos sofisticados (Maple, MathCad, Matemitica,
Derive, Cabri-Geometre). O uso da Internet tem se constituido uma fonte de informacéo e
comunicagdo significativa.

No ensino da otimizacdo de funcdes de duas ou mais varidveis existem problemas de
determinacdo de maximos e minimos relativos, e também problemas de otimizacdo com

vinculos. Os problemas a ser considerados sdo os seguintes

min f(x,y) com (x,y)e D 0
fec*(p)

min f(x,y) com (x,y)e D

g(x,y)=0 (2)

f.ge C'(D)

O problema (1) se denomina problema de otimizag@o sem restri¢des, D é um dominio do
plano, onde a funcdo f(x,y) dita fung@o objetivo, possui as derivadas de segunda ordem
continuas em D. O problema (2) se conhece como problema de otimiza¢do com um vinculo, e
apenas vamos exigir que a fungdo objetivo f(x,y) e a funcdo de restricdo g(x,y) possuam
derivadas de primeira ordem continuas em D.

Para ter uma idéia do desenvolvimento diditico de nosso método integrado no ensino do
calculo dedicamos a segunda se¢@o a metodologia empregada que envolve trabalho na sala de
aula combinando o método expositivo e heuristico. Depois indicamos como se emprega o
sistema de computagdo algébrica, de modo particular gerando uma folha de trabalho que é
liberada ao aluno na Internet apds cada aula de laboratério. Para isso tomaremos dois
problemas elementares que servem de exemplos. Uma secdo serd dedicada ao caso de
otimizagdo com fungdes de trés varidveis, de modo especial se tratando da busca do valor
6timo de uma fungao sujeita a dois vinculos. Finalmente damos algumas conclusdes incluindo

tropecos e sucessos do método.



2. METODOLOGIA
O desenvolvimento deste importante capitulo do célculo diferencial em vérias varidveis
consiste em
¢ Aula introdutéria expositiva;
e Laboratério (médulo com apresentacdo e uso de sistema de computacdo algébrica);
¢ Aula de exercicios.

O teor e o enfoque de cada parcela depende de diversos fatores, da composi¢do da
turma (se for homogénea com alunos s6 da matematica ou engenharia, ou se for heterogénea),
do perfil académico dos alunos, do tamanho da turma. Em termos gerais o trabalho em sala de
aula abrange entre 50 a 65 % aproximadamente, no entanto o tempo no laboratdrio est4 entre
15 e 25 %, o mesmo tempo que o dedicado especificamente aos exercicios.

Na aula introdutéria expositiva sdo dadas as defini¢des para a formulacdo correta dos
problemas de otimizacdo com e sem vinculo. A definicdo de ponto critico, a forma de
determinar o conjunto de pontos criticos e como se classificam empregando o Hessiano ilustra
o método para resolver problemas de otimizac¢do do tipo (1).

Na resolu¢do do problema de otimizagdo com vinculo sdo dados dois métodos, o
chamado método direto que consiste em isolar uma varidvel na equagao de restri¢io g(x,y) =
0, para substituir na funcdo objetivo f(x,y), mas sendo agora uma funcdo de apenas uma
varidvel e se segue o procedimento de cdlculo de maximos e minimos relativos de funcdes de
uma varidvel. Depois se apresenta o método de multiplicadores de Lagrange mediante a
construcdo da fungio

Ux,y,A)= f(x,y)+Ag(x,y) 3)
cujos pontos criticos se determinam. Colocamos especial &nfase no enfoque geométrico do
método de multiplicadores de Lagrange.

Finalmente se fornecem os elementos de problemas de otimizacao de funcdes com trés
varidveis com dois vinculos.

Na aula de exercicios se estudam problemas bem mais complexos entrando numa
interatividade heuristica com os alunos. Isto se expressa quando em problemas geométricos se
solicita a identificacdo da figura cuja equacgdo o professor escreve no quadro ( “ a equagdo do
quadro : z = x>+ y2 que superficie representa ? ”’), ou no momento de iniciar um problema de
otimizagdo se solicita qual é o primeiro passo a ser dado na determinacdo de pontos criticos,
ou melhor ainda quando dado um problema de otimizagdo com um vinculo é demandado que

os alunos estabelecam a diferenca entre a funcdo objetivo e a func¢ao restrigao.



3. USO DO SISTEMA DE COMPUTACAO ALGEBRICA

A seqiiéncia inclui um problema de otimizacdo sem restri¢cdes, e depois um problema de
otimiza¢do com um vinculo. Em cada casa fornecemos o material dado em sala de aula e

depois parte da folha de trabalho, neste caso em MapleV ".

EXEMPLO 1 (de otimizacao sem restricoes).
Uma companhia fabrica dois itens que sdo vendidos em mercados separados. As
quantidades q; e q, pedidas pelos consumidores e os pre¢os p; e p, de cada item estio
relacionadas por

p1 =600 -0,3 q;

p>=500-0,2 g,
Se o preco de um item aumenta, sua demanda decresce. O custo fotal de producdo da
companhia é dado por

C=16+12q,+1,59,+0,2q,q> .

Se a companhia quer maximizar seu lucro total, quanto de cada produto deve

manufaturar ? Qual é o lucro maximo ? [2]

o EM SALA DE AULA

A funcdo lucro se define como a diferenca entre a receita total e o custo total, isto é
L(g,9,) = R(q,.4,)~C4,,0:) = pgy + p.g, — (16 +1,2¢, +15¢, +0.24,q,)
= (600-0,3¢,)g, + (500-0,2g, )g, — (16 + 1,29, + 15¢, +0.2q,¢,) (4
=-0,3g; —0,2¢9,9, — 0,243 +598,8¢q, +498,5¢, — 16
A quadrética anterior serd a fungdo objetiva. Calculamos as derivadas parciais de L(q;,q2).:

oL

— =-0,6¢, —0,2¢, +598,8 &)
a%
9L =-0,2¢q, —0,4q, + 498,5 (6)
a%

Agora devemos resolver os sistema linear de duas equacdes com duas incégnitas:

0,69, +0,2g, = 598,8
{ 9, 9, )

0,2¢g, +0,4q, = 498.5

'O autor usou Derive e Maple V em duas turmas diferentes.



cuja solucdo € obtida facilmente : q; = 699,1 e g, = 896,7.

Ap6s determinar o Unico ponto critico se calcula o Hessiano :

d°L o°L
dg.>  9g,0 -0,6 —02

Hig.q)=| 58 T {_02 _04} ®)
99,09,  dgq,’

cujo determinante € a constante 0,2, isto € o ponto critico ¢ um maximo local, e o valor do
lucro méaximo é L(699,1; 896,7) = $ 432797,015. Em sala de aula se indica que o grafico da

funcdo lucro L(qi,q2) € um paraboloide eliptico invertido.

NO LABORATORIO

Primeiro se introduzem comandos para o uso de arquivos utilitarios, o de dlgebra
linear que vai permitir calcular o gradiente.
> with(linalg):with(plots):
Warning, new definition for norm
Warning, new definition for trace
> Ci=(X,y)->16+1.2%x+1.5%y+0.2%x*y:
> R:=(x,y)->(600-0.3*x)*x+(500-0.2%y)*y:
> L:=(x,y)->R(x,y)-C(x,y): expand(L(x,y)):
5988 x-3x*+498.5y-2y* —16-.2xy

Foram introduzidas as fungdes custo total, receita total e lucro total baseadas na informacao
do problema. Agora calculamos o gradiente da func@o lucro total :
> grad(L(x,y),[x.y]);

[-.6%x+598.8-.2%y, -.4*y+498.5-.2%x]
> convert(%,set);

{-.6%x+598.8-.2*y, -.4*y+498.5-.2%x}
Se resolve o sistema linear de duas equacdes com duas incdgnitas :
> solve(%,{x,y});

{y = 896.7000000, x = 699.1000000}
> 1(699.1,896.7);

432797.015



Para verificar que se trata de um valor minimo local empregamos o hessiano
-6 -2
-2 -4

.20

> hessian(L(x,y),[x,y]);

cujo determinante resulta positivo

> det(%);

Para o grifico da fun¢do lucro escrevemos

> plot3d(L(x,y),x=600..800,y=800..1000,axes=framed,title="Gréfico de Lucro Total");

Grafico de Lucro Total

1000 200

O diagrama de curvas de nivel da funcdo € obtido como segue

> contourplot(L(x,y),x=600..800,y=800..1000,contours=20,title=" Curvas de Nivel® );

Curvas de Nivel
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EXEMPLO 2 (de otimizacao com vinculo).

Suponha que queremos maximizar a producdo de uma firma com uma restricdo
orcamentdria. A producdo f(x,y) € uma funcdo que depende de duas varidveis, x e y, que
sdo as quantidades de duas matérias primas

flx,y) = x23 y1/3
Se x e y sdo comprados aos precos p, =$ 10 e p, =$ 15 por milhares, qual € a produgio

mdxima que pode ser obtida com um or¢amento de 90 mil ? [2]

o EM SALA DE AULA

O problema a ser resolvido é

€))

{max(x2/3y1’3)

10x+15y <90

Método Direto

Se isola a varidvel y na equacdo de restri¢do, obtendo y=6-2x , expressdo que é
substituida na func¢éo objetivo que agora depende de s6 uma variavel
f)=x"(6-2x)" (10)
Aplicamos a derivada do produto de duas funcdes e simplificando obtemos

df _ 2 x—6
=== T i (11)

cujaraiz € x = 6, obtida em forma trivial. Calculando a derivada de segunda ordem temos

If _ 8
dx2 4/3( 2 )5/3

12)

e substituindo para x = 6 resulta ’(6) = -.2311204249, isto € se trata de um maximo local,

sendo o valor da producdo maxima f(6,2) = 4.160167647.

Método de Multiplicadores de Lagrange

O primeiro passo € a construcao da funcdo de Lagrange

U(x,y,A)=x*y"* + A(10x +15y —90) (13)



onde A é denominado o multiplicador de Lagrange. Depois devemos calcular o ponto critico

desta fungio, e para isso calculamos as derivadas parciais de U(x,y,A) :

2 yl/3
Ux :§x1/3 +1024
2/3
U =1¥ s (14)

U, =10x+15y—90

e igualamos a zero cada derivada parcial

1/3

2y
§x1/3 +10A=0 (ISa) 2 y1/3 1 523
)3 isolando —A obtemos ——5= ——~
1x 30 x 45 y
—=—+154=0 (150)
3y
10x+15y-90=0 (15¢)
assim eliminando A arelagdo x =3y € substituida na tltima equagéo
103y)+15y-90=0 = y=2 e x=6 (16)

Em sala de aula adicionalmente é dado o enfoque grifico do método, devido ao fato que o
gradiente da funcio objetivo e o gradiente da funcdo restricdo possuem a mesma dire¢do no
ponto critico obtido, o qual € obtido numa curva de nivel da funcdo objetivo que resulta
tangencial ao grifico da fungdo de restricdo. O mesmo se enfatiza também em outros

exemplos bem mais elaborados.

NO LABORATORIO

Se definem apropriadamente as funcdes objetivo e restricao:
> f2:=(x,y) ->xM2/3)*y"(1/3);

2:=(x,y) —x B y 13
> g2:=(x,y) ->10%*x + 15%*y - 90;

g2:=(x,y) > 10x+ 15y -90

Método Direto

Isolamos a varidvel y na equagdo de restricdo

> solve(g2(x,y)=0,y);



Substitui-se este valor na fungdo objetivo
> subs(y=%,f2(x,y));
2/3( 2 )1/3
Calculamos a derivada
> factor(diff(%,x));
2 xe6
SR
> solve(%=0,x);
6
Calculamos a derivada segunda, para determinar se um maximo ou minimo local.

> factor(diff(%%,x));

4/3( )5/3

> subs(x=6,%): evalf(%);
-.2311204249
> evalf(f2(6,2));
4.160167647
Finalmente neste método mostramos o grafico da funcio objetivo ap6s a substitui¢do de y:
> plot(x(2/3)*(-2/3*x+6)"(1/3),x=0..9,title=" Funcdo objetivo apds eliminar varidvel y~ );

Fungiio objetivo apds eliminar varidvel v

o = El [ =
=

Como podemos apreciar no grafico o maximo € atingido em x = 6.
Observacao : No método direto, o problema de otimizar uma funcio de duas variaveis com

vinculo se reduz a um problema de otimizar uma fun¢do de uma varidvel.



Método de Multiplicadores de Lagrange

Se define a fun¢édo de Lagrange
> U:=(x,y,lambda) ->f2 (x,y) + lambda*g2(x,y);
U:=(x,y,A) = f2(x,y) + A g2(x,y)
Agora se determina o gradiente de U(x,y,\)
> grad(U(x,y,lambda),[x,y,lambda]);

1/3 2/3
[%yl—/3+10/1,%x2—/3+15/1,10x+15y —90}
x y

> convert(%,set);

1/3
X

1/3 2/3
2 104 4152100 +15y-90
3 3y

A seguinte instrucdo resolve o sistema de equacgdes
> solve(%,{x,y,Jlambda});
{y =2, lambda = 1/15*RootOf(1+3*_Z’ -.6933612744), x = 6}
Diagrama de curvas de nivel com reta que representa o vinculo :
> niv:=contourplot(f2(x,y), x=-1..12, y=-1..9,contours=6,color=cyan):

> plotg:=implicitplot(g2(x,y)=0, x=-1..12, y=-1..9):

> plotf:=implicitplot(f2(x,y)=f3(6,2),x=-1..12,y=-1..9,color=blue):
> display({niv,plotf, plotg}, title=" MAXIMO CONDICIONAL" ,scaling=constrained);
MAXINMO CONDICTONAT.

Observacao : No método de multiplicadores de Lagrange utilizamos uma equagdo de

restricdo por cada vinculo existente.



Para ilustrar como funcionam ambos métodos para resolver problemas de otimizagdo com

duas restri¢des serdo esbogados os respectivos esquemas de solucgao.

EXEMPLO 3 (de otimizacao com dois vinculos)

Determinar a distancia minima entre a reta de equacdo x+ y=2 e apardbola y=1— X%

o EM SALA DE AULA

Se resolve este problema em forma facil observando que o ponto da pardbola mais

préximo serd quando a reta tangente ao grafico da pardbola seja paralela a reta dada.

A derivada da funcdo quadrética que define a pardbola é

\3 %(1—;8): 2x (17)

! A declividade da reta dada é - 1, ou seja se igualamos os dois

2 A o 1 z valores vamos ter

B

~2x=-1 = x=1 (18)

a Assim o ponto da pardbola mais proximo da reta é Q(%,%)

O ponto da reta mais préximo € obtido pela intersecdo da reta
normal & pardbola no anterior ponto obtido e a reta dada, i.e.
Reta normal y—-3=1-(x—4 )

YT ( 2) = Ponto de intersegdo P(%,%) (19)
Reta dada y+x=2

A distancia entre os pontos P ¢ Q é PQ = \/(%—é)z + (%—%)z =242 = 0.5303300858..

A abordagem do método de multiplicadores de Lagrange envolve uma funcido que
depende de quatro varidveis, o que torna um problema de facil resolu¢do geométrica num

problema de maior complexidade. O problema a ser resolvido é

min((x — u)2 + (y - v)z)

x+y—-2=0 (20)
w+v—-1=0
A funcdo de Lagrange se escreve
Vi, yuv, )= (x—u) +(y=v) + Alx+ y-2)+ ,Lt(uz +v—1) 21

Neste caso o trabalho no quadro resulta invidvel.



NO LABORATORIO

Primeiro, a funcio objetivo e as de restricdo sdo definidas
> f3:=(X,y,u,v)->(x-u) 2+(y-v)"2;
f3:=(x,y,u,v) > (x — u)2 +(y— V)2

> glini=(x,y)->x+y-2;

glini=(x,y) > x+y-2
> gquad:=(u,v) -> u2+v-1;

gquad:=(u,v) »u2 +v-1
A funcdo de Lagrange se escreve
> V:=(x,y,u,v,Jambda,mu)->f3(x,y,u,v)+lambda*glin(x,y)+mu*gquad(u,v);
V:=(x,y,u,v,A, 1) — f3(x,y,u,v) + A glin(x,y) + W gquad(u,v)
> grad(V(x,y,u,v,lambda,mu),[x,y,u,v,lJambda,mu]);
[2x—2u+7u,2y—2v+k,—2x+2u+2uu,—2y+2v+u,x+y—2,u2+v— 1]
> convert(%,set);
(2Xx20+AM2y2VHA 2X+2u+20u, 2y +2V+ Xx+y-2, 0" +v—1}

Na busca dos pontos criticos usamos o comando solve( ) :
> solve(%,{x,y,u,v,Jambda,mu});
{u=1/2,x="7/8,y=9/8, v=3/4 A=-3/4, u=3/4}, {u=RootOf(_Z*-_Z +1),y=2-
RootOf(_Z* -_Z + 1), v = 2-RootOf(_Z*> -_Z + 1), A =0, x = RootOf(_Z*-_Z + 1), . = 0}
> evalf(%);
{u =.5000000000, x = .8750000000, y = 1.125000000, v = .7500000000, A = -.7500000000,
W =.7500000000}, {A =0, u = 0, u =.5000000000-.8660254038*1, y = 1.500000000+.8660254038*I,
v = 1.500000000+.8660254038*1, x = .5000000000-.8660254038*1}
Das duas solugdes a tinica solugdo de valores reais € a primeira.

Sem o auxilio do computador a resolucdo mediante o método de multiplicadores de
Lagrange demandaria muito tempo. Num computador pessoal com processador Pentium III
este ultimo problema demandou a MAPLE apenas 2,4 segundos para resolver, e a edicdo dos
comandos demandou maior tempo.

Observacao : No laboratério o professor mostra uma apresentagdo introdutéria em Power
Point visando recriar o aprendido em sala de aula, dando maior dinamismo ao trabalho com

Maple que resulta interativo. Além disso as folhas de trabalho sdo publicadas na Internet [3].



4. CONCLUSOES

O ensino das disciplinas de cdlculo muda rapidamente com as novas tecnologias, e o papel
do professor da matematica do terceiro nivel abrange um conceito mais amplo. A relacio
professor-aluno do ponto de vista académico ndo se reduz ao enfoque simplista do fluxo de
informagdo (expositivo ou heuristico), ingressa a uma etapa em que a economia de mercado
perturba as estruturas educativas cléssicas, a tal ponto que o nimero de créditos (e horas) das
disciplinas da matematica dos cursos da engenharia, administracfo e outras dreas comecga a se
reduzir. Outro fato significativo é a evasdo nos mesmos cursos da matemaética, fendmeno
mundial, que constitui um desafio incluso em paises altamente desenvolvidos. Em sala de aula
a combinacdo de todas as ferramentas na medida adequada permite ao professor estabelecer
qual politica escolher. Nas turmas de matemadtica, mostrar que a formulagcdo 16gica dos
conceitos pode ser aprofundada empregando as novas tecnologias para resolver problemas
que antes eram deixados, e trabalhar com um sistema de computagdo algébrica permite
programar em alguns casos. Nas turmas de engenharia ou administracdo, mostrar que a
matemadtica pode ter a vivacidade e uma dindmica interativa com o aluno, que o uso de novas
tecnologias renova o contetddo. A criatividade do professor nesta época de alta concorréncia é
ja um enorme desafio, que permita mostrar que a matematica ndo se reduz a ser uma ciéncia
que tem se transformado uma pedra angular do desenvolvimento humano, mas que se torna
uma linguagem bonita sem atrativo para um mundo pragmaético.

No caso especifico da otimizac¢do de funcdes de vdrias varidveis, o uso de sistemas de
computacdo algébrica tem revitalizado este capitulo do cdlculo. Nossa experiéncia tem nos
mostrado que podemos reverter dois fendmenos : o alto indice de reprovacao e o interesse dos
alunos. Na verdade o processo ¢ lento pois a adequacdo do aluno e dos professores as novas
tecnologias ainda sofre alguns déficits (“ e um trabalho a mais ”, “o uso do computador cria

L3

novos problemas 7, “para que, se eu tenho ensinado 20 anos sem problemas ). S6 que o

técnico e o profissional do futuro deve se preparar desde hoje.
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