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RESUMEN

La redidad Latinoamericana resulta una
magnifica fuente de inspiradon geométrica en la
ensefianza del Célculo Diferencial e Integral.

Las culturas prehispanicas brindan ejemplos del
uso de la matemédtica (incas y mayas), pero los
andenes incas empleados en la aricultura muestran
como se optimizd € area para altivo (curvas de
contorno y maximizacion del area). También e uso
intuitivo del cdculo sirve para que € hombre se guie
en la orografia de su region, construyendo
poblaciones en valles y caminos a través de pasos de
montafia (minimos locales y puntos de ensilladura,
respectivamente).

1. INTRODUCCION

Las mateméticas ©n una creadon de la
humanidad, y las diversas civili zaciones aportaron sus
grancs de arena para € desarrollo de cada una de sus
aress. La dvilizadon egipcia usd sus conocimientos
geométricos para la construcdon de sus piramides y
otros monumentos. Las culturas prehispanicas
empleaon sus propios conceptos geomeétricos en las
diversas etapas de evolucién, podemos mencionar los
andenes de la civilizadon incaica o las piramides
mayas o chimuUes.

En la escuela béasica o en las universidades, las
disciplinas mateméticas ©n impartidas con uwa
minima referencia a la redidad local. Son apreciados
los esfuerzos de educadores en € sentido de dar

gjemplos que tengan que ver con lareaidad palpitante
del nifio o del educando universitario. El nifio que
vive en e campo precisa gemplos que &orden
algunos problemas de su habitat, cémo medir latierra,
como aproximar € volumen de troncos de &boles
talados. Eso no quiere decir que tales gemplos san
exclusivos, sino formando parte de la heuristica que
debe ser incluida en las matematicas elemental es.

El Calculo Diferencial e Integral que se imparte
en diversos paises de América Latina sufren una gran
influencia de laindustria elitorial transnadonad, y las
bibliografias basicas sempre incluyen en forma
destacada autores fuera de la region. Se entiende que
tales paradigmas obedecen a motivaciones de otras
redidades. “Cuadles 9n las medidas Optimas de una
cga de pizza de modo que...?”, “una empresa debe
maximizar su lucro y sabemos que ... 7", “una nave
espada debe derrizar estando a una dtura ....”, son
apenas algunos enunciados de gemplos o problemas a
ser resueltos. Evidentemente, no pogmos r ajenos a
la revolucion cientifico-temol6gica, como para
reducir la amplia gama de eemplos a nuestra
disposicion, lo que afirmamos es que la “base de
datos’ debe ser adecuada a nuestra reaidad, desde
aplicadones smples hasta dgunas mas elaboradas.

El Céculo Diferenciad e Integral, ideado por
Newton y Leibnitz puede ser més atractivo y Util s
colocamos en nuestra base de datos ejemplos basados
en nuestra redidad latincamericana, tan prodiga
conforme veremos.



En este trabagjo damos algunos ejemplos, o gue
explicasu organizaci n. Enlasecd n 2 nos referimos
a los andenes incas, terrazas que sSirvieron en la
agricultura de aguella civilizaci n prehisp nica La
Catedral de Maring es el centro de atenciones de la
seai n 3, ¢ mo su impresionante forma c nicasirve
no s lo como tarjeta posta de esa dudad brasile a,
sino como fuente de estudio de la geometr a o €
c lculo. La secd n 4 trata sobre aumbres, valles y
pasos de monta a, referencia orogr fica para destacar
el concepto de punto cr tico, su clasificad n y de las
trayedorias de distancia m nima (geod sicas). En la
seai n 5 aproximamos € espejo de una bah a mn
¢ lculos poco sofisticados.

2. ANDENES INCAS

Uno de los grandes logros de la dvilizaci n inca
fue la erradicaci n del hambre, sobre la base de
constante investigaci n biol gica Aprovecharon las
laderas de monta as cas y rocosas en que
construyeron las terrazas agr colas o andenes.
Materidizarlos  requiri de tecndoga muy
espeddizada y trabajo intensivo ya que norma mente
primero se deb an construir los muros de contenci n
en piedra, para luego rellenar los espados vac os con
piedras 0 arena en la base y la parte superior llenada
con tierra f rtil transportada de otras zonas. Todcs
es0s andenes estaban tota mente irrigados con canales
gue cas siempre recorr an muchos kil metros desde
su cgptaci N en manantiaes, r os o lagos. Adem s,
para mantener la humedad de la tierra cultivable que
ten a una dtura aproximada de un metro hab a una
cgoa de arcilla entre sta y € relleno inf rtil. Con
normaidad se utilizaron aboncs o fertili zentes
animales, guano deislas, y an anchovetas en la msta.

Los andenes pueden servir para € estudio de las
curvas de mntorno y s utilizamos un sistema de
computad n agebraica hasta pod amos redizar
simulaciones interesantes.

Como ejemplo tomemos el de una colina cnica
cuja base est limitada por la curva alya euad n en

coordenadas polares es r =3 + 1 cos@q) , mientras
que @ v rticeest situado a5 unidades del origen del
sistema catesiano. Existiendo simetr a de la curva de
la base n respedo a origen, la euaci n de la
superficie en coordenadas cil ndricas  escribe

r=(5- 2); +4costq)) M

EN EL LABORATORIO

Iniciemos la sesin de MapleV 2 Primero
escribimos un comando pra montar gr ficos
espedal es, como diagramas de curvas de cntorno.

> with(plots):

> plot3d((5-2)* (3/4+1/4* cos(4*thetd)), theta=0..2* Pi,
z=0..5,coords=cyli ndrical ,axes=boxed,grid=[50,50] ,tit
le="Superf cie origina’);

Superficie original

La aurva de contorno de nivel k se define
como

C ={x T Rf(xy) =k}, (@

donde z = f(x,y) representa la superficie original
en coordenadas cartesianas, k esun n mero real.

Proyectando las curvas de contorno sobre la
misma superficie:

> plot3d((5-2)* (3/4+1/4* cos(4*thetq)),theta=
0..2*Pi,z=0..5,coords=cylindricd ,axes=boxed,gri
d=[50,50],styl e=patchcontour,contours=5,title="
Proyectandolas curvas de contorno));

Proyectando las curvas de contorne




Ahora d mapa de las curvas de mntorno:

> contourplot((5-2)* (3/4+1/4* cos(n*theta)),
theta=0..2* Pi,z=0..5,coords=cylindrical ,axes=bo
xed,grid=[60,60],contours=>5title=ADiagrama de
las curvas de contornoA);

Diagrama de las curvas de contorno

-4 -z 0 2 4

Finalmente esbocemos | os andenes obre la superficie

> plot3d((5-floor(z))* (3/4+1/4* cos(n* theta)),theta=
0..2*Pi,z=0..5.1,coords=cylindrical ,axes=boxed,grid=
[50,50] title=AAndenes obre la superficieA);

Andenes sobre la superficie

La simulaci n de proyedar andenes sobre
una superficie determinada ha podido ser
obtenida con la funci n floor(z) que produce €
m Ximo n mero entero menor que z.

Otro problema mnsiste en proyectar andenes
sobre una monta a que no oledece aeauaciones
ya @nacidas, es decir donde no podemos contar
con expresiones anal ticas. En este caso, con
recursos topogr ficos sempre ser posible hacer
un mapa de curvas de contorno para luego
reconstruir en forma aproximada la superficie.
En € laboratorio podemos hacer proyecdones de
andenes de utilidad para mejorar el rendimiento
agr cola. Claro est que entonces la matem tica
por s solanoser suficiente, pues debemos usar
el aporte de la ingenier a civil, € an lisis de

suelos y la biotecndlog a ayr cola, es decir ser
ya un problema de resoluci n multidisciplinar.
Estaremos re-creandola agriculturainca.

3. LA CATEDRAL DE MARINGA
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en el Brasil.

La cdedra dela dudad tiene la forma de un
cong, y representa unatarjeta postal de la dudad.

Predsamente su forma permite la aplicaci n de
las formulas geom tricas elementales para cdcular su
volumen o rea lateral, as como otras propuestas
menos elementales del ¢ Iculo de varias variables,
desde escribir su ecuad n suporiendo que d centro
de la base mincide con € origen del sistema de
coordenadas, €l ¢ Iculo del vector normal unitario ala
superficie, hasta el flujo de un campo vedorid que
atraviesala superficie ¢ nica

Se trata de un cono circular redo de radio r = 20
m, altura h = 90 m (aproximadamente). En ese caso
lasf rmulas elementales de la geometr ason :

Volumen V =1pr’h 3
Generatriz: s=+r?+h? (4)
Areax ateral: A =pryr®+h? (5)
Baricentro: y=zh (6)

La realatera delacaedral es A, » 5792.81 m?.



Escribimos la ecuaci n del cono suponiendo
que € centro de la base coincide con el origen
del sistema catesianoy que € ge de smetr ade

conoest sobre d ge delascotas:
— %) 2 2 2 2 (7)
z=90- 20 X +y para X+ y° £ 400

en coordenadas cartesianas.

EN EL LABORATORIO

En un sistema de computad n algebraico
podemos hace c lculos, crea im genes con
poca complejidad. En primer lugar, definimos los

gr ficos
p_mar: del cono
p_crl, p cr2: lacruzend v rticedel cono
p_Xy: el plano x-y,

usandoplot3d o spacecurve cuando se necesite.

> restart: with(plots):

> p_mar:=plot3d(20-2/9* z,theta=-Fi..Pi,z=0..
90,coords=cylindrical ,axes=boxed,style=patch):
> p_crl:=spacecurve([0,0,90+t],t=0..7,color=
red):

> p_cr2:=spacecurve([-2+w,0,94] ,w=0..4,color
=red):

> p_xy:=plot3d(0,x=-20..20,y=-20..20,col or=
green):

> display({ p_mar,p_xy,p_crl,p_cr2} title=
ACatedral de Maring A);

Podemos usar las f rmula de la geometr a
elemental (3)-(6), o introducir los conceptos de

vector normal a la superficie, y en consecuencia
€l de reade unasuperficie del ¢ Iculo vectoridl,
lo que sirve para dacar superficies menos
elementales, como paciones de paraboloides
el pticoso hiperb licos.

4. CUMBRES,
MONTARA

VALLES Y PASOS DE

Por lo comn, cuando la orograf a de unaregi n
no es una planicie, como los Andes; se observa que
las poblaciones fueron construidas en valles.
Predsamente la orograf a de una regi n permite una
forma de enfatizar |os conceptos de m ximo y m nimo
locdes, o incluso € de purto de ensilladura de una
superficie.

Dada una funcin
f(xy) dedmos que

e punto (ab) es
un punto de
m ximo locd s

existe una vecindad
V de (a,b) tal que

f(x,y) £ f(a,b)
para (x,y)1 V

En forma an loga, se
define (a',b’) como un
punto de m nimo locd
s existe una vecindad
Wde (a,b") tal que

f(a@bO £ f(x,y)
para (x,y)T W

Finalmente un punto
de ensilladura puede
reconocerse  aiando
tomando un camino
que pase por (&°b9),

este es unm nimo, y
Si consideramos otro
camino resulta un
m Xximo.

Si f(x,y) posee derivadas parciales, un punto
critico se define por €l hecho que su gradiente es
nuo, esto es (Nf )(a,b) =0, 0 no existe en ese
punto. Veamos como generar una drograf a°.



EN EL LABORATORIO

Los comandos sguientes requieren unmayor
conacimiento de funciones de dos variables.

> restart: with(plots):a=2.5;
a:=25

> g:=(X,y) ® 300*exp(-x"2-(y-1.2)"2)+400* exp(-
X"2-(y+1.2)"2)-150* exp(-(x-1)"2-y*2)-150* exp(-(x+
H1r2-yn2):

> plot3d(g(x,y),x=-a..a,y=-a-1.2..a+1.2,style=patch
contour,axes:boxed,contours:ZO,titIe:AOrograf a de
unaregi nA);

Ahoraun dagramade arvas de @ntorno.

> contourplot(g(x,y),x=-a-0.6..a+0.6,y=-a-1.2..
at+1.2,contours=16,numpoints=800;title=ADiagra
made arvasden velA);

Claro est , en este trabgjo estamos dando una
funci n bastante elaborada, un punto en nuestro
camino, pero lo m s adecuado es comenzar
dando g emplos con superficies m s elementales,
concs, paraboloides el pticos e hiperb licos,
donde se pueda sacar partidodelarelad n deun
punto crtico con @ valor de las derivadas
parciales delafunci ninvolucrada

Adem s resulta de un car cter intuitivo
hecho que € camino m s corto entre dos valles
sea a trav s de un paso de monta & en e caso
de la funci n dada g(xy) anterior resulta que
dicho camino debe cruzar € purto de ensill adura
gque muestra lafigura.

5. APROXIMANDO EL ESPEJO DE UNA
BAHIA
Finalmente se pueden sgproximar con bastante
destreza reas de algunas regiones, como campas,
lagos o espejo de una bah a. En general se groxima
mediante regiones poligonales, cuyas reas onf ciles
de cdcular, por procedimientos como latrianguaci n .

Consideremos la bah a de Guanabara, donde
est n situadas las ciudades de R o de Janeiro y
Niteroi, en Brasil. Las escalas corresponden alos
pixds de laimagen, 100 pixels equivalen a 9091
metros. Gradas a este mapa podemos dar una
aproximad n escogiendo algunos purtos. En la
pr xima figura hemos generado una regin
paigoral de 19 v rtices con € fin de aproximar
el readelaregi nsolicitada



A continuad n los puntos s5n dados en pixels.

La primera columna
indica e n mero del
v rtice en la figura de la
regi n poligonal. Las otra
columnas indican la
abscisa y ordenada de
cadav rtice Unaf rmula
de la geometr a indica
que & doble del rea &
la suma de los productos
de la ordenada de cda
punto por la diferencia de
abscisas adyacentes®.

Con x, ey, vamos a
denotar la abscisa y la
ordenada de cada purto.
Tambi n ser v lido €
clculo dd rea s
cambiamos | os papeles de
|as abscisas y ordenadas.

La siguiente f rmula
fue usada para cdcular €

rea de la regi n
poligonal.
2A= é. Yn (Xn+1 - Xn-l)’ (8)

Resultado:

n=1

rea= 55195,9 pixds cuadrados.

CONCLUSIONES

En verdad € c Iculo dferencial eintegral surgen
en el siglo xvii como un punto culminante de toda una
serie de avances en la matem tica a partir de la
nocin de limite de una funcin, que e la | nea
divisoria entre la matem tica cl sicay la matem tica
moderna. Antes de eso la geometr a b sicamente aa
la geometr a generada por las civilizeciones egipcia,
babiloniay griega, € lgebradeloshind esy rabes.
Pero con el concepto de limite fue posible € estudio
m s amplio de velocidad instant nea reaentre dos
curvas, volumen de regiones limitadas por superficies
suaves 0 aproximada por superficies secciona mente
suaves.

Por eso cada concepto puede ser aimentado por
giemplos de la redidad circundante y as lograr dos
objetivos: & hacer m sv vido e ¢ lculo y el mostrar
sus facetas pragm tices.

Situaciones m s redlistas % presentan cuando
intentamos esbozar |as curvas de @ntorno de andenes
redizando apenas agunas medidas y debemos
interpdar y llegar a problema inverso de reconstruir
la superficie antes de proyectar los andenes. Existen
edificios antigucs y modernos con geometr as mas
compleas que un cong, y podemos destacar la forma
de un cono trunco de |a Catedral de R o de Janeiro, o
los parabooides de Brasilia El dise o del camino
mas corto entre dos ciudades bre una superficie
dada se resuelve mediante una geod sica. Finalmente,
mejores aproximadones de reas o vol menes pueden
obtenerse mnsiderando m s puntos en la frontera de
la regin considerada, s lo que los ¢ lculos pueden
hacese voluminosos.

Adem s cuando un problema resulta de mayor
complejidad predsamos utilizar agn sistema de
computad n algebraica, pero no podemos olvidar que
se trata genas de una herramienta, por lo cua €
trabgjo de planificaci n del profesor se torna mucho
m s denso y menos elemental, as ser nhecesario el
trabajo en equipos. Ha mmenzado una etapa nueva
con €l advenimiento de |as nuevas temalog as para la
educaci n matem tica
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