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RESUMEN 

La realidad Latinoamericana resulta una 
magnífica fuente de inspiración geométrica en la 
enseñanza del Cálculo Diferencial e Integral.   

Las culturas prehispánicas brindan ejemplos del 
uso de la matemática (incas y mayas),  pero los 
andenes incas empleados en la agricultura muestran 
como se optimizó el área para cultivo (curvas de 
contorno y maximización del área). También el uso 
intuitivo del cálculo sirve para que el hombre se guíe 
en la orografía de su región, construyendo 
poblaciones en valles y caminos a través de pasos de 
montaña (mínimos locales y puntos de ensil ladura, 
respectivamente).   

1.  INTRODUCCIÓN 
Las matemáticas son una creación de la 

humanidad, y las diversas civili zaciones aportaron sus 
granos de arena para el desarrollo de cada una de sus 
áreas. La civilización egipcia usó sus conocimientos 
geométricos para la construcción de sus pirámides y 
otros monumentos. Las culturas prehispánicas 
emplearon sus propios conceptos geométricos en las  
diversas etapas de evolución, podemos mencionar los 
andenes de la civilización incaica o las pirámides 
mayas o chimúes. 

En la escuela básica o en las universidades, las 
disciplinas matemáticas son impartidas con una 
mínima referencia a la realidad local. Son apreciados 
los esfuerzos de educadores en el sentido de dar 

ejemplos que tengan que ver con la realidad palpitante 
del niño o del educando universitario. El niño que 
vive en el campo precisa ejemplos que aborden 
algunos problemas de su habitat, cómo medir la tierra, 
cómo aproximar el volumen de troncos de árboles 
talados. Eso no quiere decir que tales ejemplos sean 
exclusivos, sino formando parte de la heurística que 
debe ser incluida en las matemáticas elementales. 

El Cálculo Diferencial e Integral que se imparte 
en diversos países de América Latina sufren una gran 
influencia de la industria editorial transnacional, y las 
bibliografías básicas siempre incluyen en forma 
destacada autores fuera de la región. Se entiende que 
tales paradigmas obedecen a motivaciones de otras 
realidades. “Cuáles son las medidas óptimas de una 
caja de pizza de modo que...?”, “una empresa debe 
maximizar su lucro y sabemos que ... ?” , “una nave 
espacial debe aterrizar estando a una altura ....” , son 
apenas algunos enunciados de ejemplos o problemas a 
ser resueltos. Evidentemente, no podemos ser ajenos a 
la revolución científico-tecnológica, como para 
reducir la amplia gama de ejemplos a nuestra 
disposición, lo que afirmamos es que la “base de 
datos” debe ser adecuada a nuestra realidad, desde 
aplicaciones simples hasta algunas más elaboradas. 

El Cálculo Diferencial e Integral, ideado por 
Newton y Leibnitz puede ser más atractivo y útil si 
colocamos en nuestra base de datos ejemplos basados 
en nuestra realidad latinoamericana, tan pródiga 
conforme veremos.  



 

 2  

En este trabajo damos algunos ejemplos, lo que 
explica su organizaci� n. En la secci�n 2 nos referimos 
a los andenes incas, terrazas que sirvieron en la  
agricultura de aquella civilizaci� n prehisp� nica. La 
Catedral de Maring� es el centro de atenciones de la 
secci�n 3, c� mo su impresionante forma c� nica sirve 
no s� lo como tarjeta postal de esa ciudad brasile� a, 
sino como fuente de estudio de la geometr�a o el 
c� lculo. La secci�n 4 trata sobre cumbres, valles y 
pasos de monta� a, referencia orogr� fica para destacar 
el concepto de punto cr�tico, su clasificaci�n y de las 
trayectorias de distancia m�nima (geod� sicas). En la 
secci�n 5 aproximamos el espejo de una bah�a con 
c� lculos poco sofisticados.          

2. ANDENES INCAS 
Uno de los grandes logros de la civilizaci� n inca 

fue la erradicaci� n del hambre, sobre la base de 
constante investigaci�n biol� gica. Aprovecharon las 
laderas de monta� as secas y rocosas en que 
construyeron las terrazas agr�colas o andenes. 
Materializarlos requiri� de tecnolog�a muy 
especializada y trabajo intensivo ya que normalmente 
primero se deb�an construir los muros de contenci� n 
en piedra, para luego rell enar los espacios vac�os con 
piedras o arena en la base y la parte superior llenada 
con tierra f� rtil transportada de otras zonas. Todos 
esos andenes estaban totalmente irrigados con canales 
que casi siempre recorr�an muchos kil� metros desde 
su captaci�n en manantiales, r�os o lagos. Adem� s, 
para mantener la humedad de la tierra cultivable que 
ten�a una altura aproximada de un metro hab�a una 
capa de arcilla entre �sta y el relleno inf� rtil . Con 
normalidad se utilizaron abonos o fertili zantes 
animales, guano de islas, y a�n anchovetas en la costa. 

 

 
 

 Los andenes pueden servir para el estudio de las 
curvas de contorno y si utilizamos un sistema de 
computaci�n algebraica hasta podr�amos realizar 
simulaciones interesantes. 

Como ejemplo tomemos el de una colina c�n ica 
cuja base est� l imitada por la curva cuya ecuaci�n en 

coordenadas polares es )4cos(4
1

4
3 q+=r , mientras 

que el v� rtice est� situado a 5 unidades del origen del 
sistema cartesiano. Existiendo simetr�a de la curva de 
la base con respecto al origen, la ecuaci� n de la 
superficie en coordenadas cil �ndricas se escribe 

 
( )( ))4cos(5 4

1
4
3 q+-= zr  (1) 

  

 
Iniciemos la sesi�n de MapleV 2. Primero 

escribimos un comando para montar gr� ficos 
especiales, como diagramas de curvas de contorno. 

 
>  with(plots): 
> plot3d((5-z)* (3/4+1/4*cos(4*theta)),theta=0..2*Pi, 
z=0..5,coords=cyli ndrical,axes=boxed,grid=[50,50],tit
le=`Superf�cie original`); 
 

 
La curva de contorno de nivel k se define 

como   
{ }kyxfRyxCk =Î= ),(),( 2 ,  (2) 

 
donde z = f(x,y) representa la superficie original 
en coordenadas cartesianas, k es un n� mero real.  

Proyectando las curvas de contorno sobre la 
misma superficie: 

 
>  plot3d((5-z)*(3/4+1/4*cos(4*theta)),theta= 
0..2*Pi,z=0..5,coords=cylindrical,axes=boxed,gri
d=[50,50],style=patchcontour,contours=5,title=`
Proyectando las curvas de contornò ); 
 

 

EN EL LABORATÓRIO 
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Ahora el mapa de las curvas de contorno:  
 
>  contourplot((5-z)*(3/4+1/4*cos(n*theta)), 
theta=0..2*Pi,z=0..5,coords=cylindrical,axes=bo
xed,grid=[60,60],contours=5,title=ÁDiagrama de 
las curvas de contornoÁ); 
 

 
Finalmente esbocemos los andenes sobre la superficie 
 
>  plot3d((5-floor(z))* (3/4+1/4*cos(n* theta)),theta= 
0..2*Pi,z=0..5.1,coords=cylindrical,axes=boxed,grid=
[50,50],title=ÁAndenes sobre la superficieÁ); 

 

 
La simulaci�n de proyectar andenes sobre 

una superficie determinada ha podido ser 
obtenida con la funci� n floor(z) que produce el 
m� ximo n�mero entero menor que z. 

Otro problema consiste en proyectar andenes 
sobre una monta� a que no obedece a ecuaciones 
ya conocidas, es decir donde no podemos contar 
con expresiones anal�ticas. En este caso, con 
recursos topogr� ficos siempre ser� posible hacer 
un mapa de curvas de contorno para luego 
reconstruir en forma aproximada la superficie. 
En el laboratorio podemos hacer proyecciones de 
andenes de utilidad para mejorar el rendimiento 
agr�cola. Claro est� que entonces la matem� tica 
por s� sola no ser� suficiente, pues debemos usar 
el aporte de la ingenier�a civil , el an� lisis de 

suelos y la biotecnolog�a agr�cola, es decir ser� 
ya un problema de resoluci� n multidisciplinar. 
Estaremos re-creando la agricultura inca.  

 

3. LA CATEDRAL DE MARINGÁ  
Al sur de Brasil , 

en el estado de 
Paran� , est� situada 
la ciudad de 
Maring� . Con poco 
m� s de 50 a�o s de 
creaci�n , es una de 
las ciudades de m� s 
r� pido crecimiento 
en el Brasil.  
 

La catedral de la ciudad tiene la forma de un 
cono, y representa una tarjeta postal de la ciudad. 
 

 
 

Precisamente su forma permite la aplicaci� n de 
las formulas geom� tricas elementales para calcular su 
volumen o � rea lateral, as� como otras propuestas 
menos elementales del c� lculo de varias variables, 
desde escribir su ecuaci�n suponiendo que el centro 
de la base coincide con el origen del sistema de 
coordenadas, el c� lculo del vector normal unitario a la 
superficie, hasta el flujo de un campo vectorial que 
atraviesa la superficie c� nica.  

Se trata de un cono circular recto de radio r = 20 
m, altura h = 90 m (aproximadamente). En ese caso 
las f� rmulas elementales de la geometr�a son 1: 
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La � rea lateral de la catedral es AL » 5792.81 m2. 
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Escribimos la ecuaci� n del cono suponiendo 
que el centro de la base coincide con el origen 
del sistema cartesiano y que el eje de simetr�a del 
cono est� sobre el eje de las cotas: 
 

400
20
90

90 2222 £++-= yxparayxz ,  (7) 

 
en coordenadas cartesianas.  

 

  
 

En un sistema de computaci�n algebraico 
podemos hacer c� lculos, crear im� genes con 
poca complejidad. En primer lugar, definimos los 
gr� ficos  

p_mar :  del cono  
p_cr1, p_cr2 : la cruz en el v� rtice del cono 
p_xy: el plano x-y, 

usando plot3d o spacecurve cuando se necesite. 
 
>  restart: with(plots): 
>  p_mar:=plot3d(20-2/9*z,theta=-Pi..Pi,z=0.. 
90,coords=cylindrical,axes=boxed,style=patch): 
>  p_cr1:=spacecurve([0,0,90+t],t=0..7,color= 
red): 
>  p_cr2:=spacecurve([-2+w,0,94],w=0..4,color 
= red): 
>  p_xy:=plot3d(0,x=-20..20,y=-20..20,color= 
green): 
>  display({ p_mar,p_xy,p_cr1,p_cr2} ,title= 
ÁCatedral de Maring� Á); 
 

 
Podemos usar las f� rmula de la geometr�a 

elemental (3)-(6), o introducir los conceptos de 

vector normal a la superficie, y en consecuencia 
el de �rea de una superficie del c� lculo vectorial, 
lo que sirve para atacar superficies menos 
elementales, como porciones de paraboloides 
el�pticos o hiperb� licos.  

 

4. CUMBRES, VALLES Y PASOS DE 
MONTAÑA 
 
Por lo com�n , cuando la orograf�a de una regi� n 

no es una planicie, como los Andes; se observa que 
las poblaciones fueron construidas en valles. 
Precisamente la orograf�a de una regi�n permite una 
forma de enfatizar los conceptos de m� ximo y m�nimo 
locales, o incluso el de punto de ensilladura de una 
superficie. 

 
Dada una funci�n 
f(x,y) decimos que 
el punto  (a,b) es 
un punto de 
m� ximo local si 
existe una vecindad 
V de (a,b) tal que 

 

Vyxpara

bafyxf
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£
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En forma an� loga, se 
define (a’ ,b’ ) como un 
punto de m�nimo local 
si existe una vecindad 
W de (a’ ,b’) tal que  
 

Wyxpara

yxfbaf

Î

£
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Finalmente un punto 
de ensilladura puede  
reconocerse cuando 
tomando un camino 
que pase por (aº,bº), 
este es un m�nimo, y 
si consideramos otro 
camino resulta un 
m� ximo. 
 

Si f(x,y) posee derivadas parciales, un punto 
crítico se define por el hecho que su gradiente es 
nulo, esto es ( ) 0),( =Ñ baf , o no existe en ese 
punto. Veamos como generar una ªorograf�aº.  

EN EL LABORATÓRIO 
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Los comandos siguientes requieren un mayor 
conocimiento de funciones de dos variables. 
 
>  restart: with(plots):a:=2.5; 

a := 2.5 

>  g:=(x,y) ®  300*exp(-x^2-(y-1.2)^2)+400*exp(- 
x^2-(y+1.2)^2)-150*exp(-(x-1)^2-y^2)-150*exp(-(x+
1)^2-y^2): 
>  plot3d(g(x,y),x=-a..a,y=-a-1.2..a+1.2,style=patch 
contour,axes=boxed,contours=20,title=ÁOrograf�a de 
una regi� nÁ); 
 

 
Ahora un diagrama de curvas de contorno. 
 
>  contourplot(g(x,y),x=-a-0.6..a+0.6,y=-a-1.2.. 
a+1.2,contours=16,numpoints=800,title=ÁDiagra
ma de curvas de n�velÁ); 
 

 

Claro est� , en este trabajo estamos dando una 
funci� n bastante elaborada, un punto en nuestro 
camino, pero lo m� s adecuado es comenzar 
dando ejemplos con superficies m� s elementales, 
conos, paraboloides el�pticos e hiperb� licos, 
donde se pueda sacar partido de la relaci� n de un 
punto cr�tico con el valor de las derivadas 
parciales de la funci� n involucrada. 

Adem� s resulta de un car� cter intuitivo el 
hecho que el camino m� s corto entre dos valles 
sea al trav� s de un paso de monta� a; en el caso 
de la funci� n dada g(x,y) anterior resulta que 
dicho camino debe cruzar el punto de ensill adura 
que muestra la figura. 
 

5. APROXIMANDO EL ESPEJO DE UNA 
BAHIA  
Finalmente se pueden aproximar con bastante 

destreza � reas de algunas regiones, como campos, 
lagos o espejo de una bah�a. En general se aproxima 
mediante regiones poligonales, cuyas � reas son f� ciles 
de calcular, por procedimientos como la triangulaci�n . 

 

 
 

Consideremos la bah�a de Guanabara, donde 
est� n situadas las ciudades de R�o de Janeiro y 
Niteroi, en Brasil . Las escalas corresponden a los 
pixels de la imagen, 100 pixels equivalen a 9091 
metros. Gracias a este mapa podemos dar una 
aproximaci�n escogiendo algunos puntos. En la 
pr� xima figura hemos generado una regi�n 
poligonal de 19 v� rtices con el fin de aproximar 
el � rea de la regi� n solicitada.  

EN EL LABORATÓRIO 



 

 6  

 
 

A continuaci�n los puntos son dados en pixels. 
 

 
La primera columna 

indica el n� mero del 
v� rtice en la figura de la 
regi�n poligonal. Las otra 
columnas indican la 
abscisa y ordenada de 
cada v� rtice. Una f� rmula 
de la geometr�a indica 
que ªel doble del � rea es 
la suma de los productos 
de la ordenada de cada 
punto por la diferencia de 
abscisas adyacentesº.  

 
Con xn e yn vamos a 

denotar la abscisa y la 
ordenada de cada punto. 
Tambi� n ser� v� lido el 
c� lculo del � rea si 
cambiamos los papeles de 
las abscisas y ordenadas.  

La siguiente f� rmula 
fue usada para calcular el 
� rea de la regi� n 
poligonal. 

 

( )å
=

-+ -=
max

1
112

n

n
nnn xxyA ,  (8) 

 
Resultado:  � rea = 55195,9 pixels cuadrados. 

CONCLUSIONES 
En verdad el c� lculo diferencial e integral surgen 

en el siglo xvii como un punto culminante de toda una 
serie de avances en la matem� tica, a partir de la 
noci�n de limite de una funci�n , que es la l�nea 
divisoria entre la matem� tica cl� sica y la matem� tica 
moderna. Antes de eso la geometr�a b� sicamente era 
la geometr�a generada por las civilizaciones egipcia, 
babilonia y griega, el � lgebra de los hind� es y � rabes. 
Pero con el concepto de limite fue posible el estudio 
m� s amplio de velocidad instant� nea, � rea entre dos 
curvas, volumen de regiones limitadas por superficies 
suaves o aproximada por superficies seccionalmente 
suaves. 

Por eso cada concepto puede ser alimentado por 
ejemplos de la realidad circundante y as� lograr dos 
objetivos: el hacer m� s v�vido el c� lculo y el mostrar 
sus facetas pragm� ticas.  

Situaciones m� s realistas se presentan cuando 
intentamos esbozar las curvas de contorno de andenes 
realizando apenas algunas medidas y debemos 
interpolar y llegar al problema inverso de reconstruir 
la superficie antes de proyectar los andenes. Existen 
edificios antiguos y modernos con geometr�as mas 
complejas que un cono, y podemos destacar la forma 
de un cono trunco de la Catedral de R�o de Janeiro, o 
los paraboloides de Brasilia. El dise� o del camino 
mas corto entre dos ciudades sobre una superficie 
dada se resuelve mediante una geod� sica. Finalmente, 
mejores aproximaciones de � reas o vol� menes pueden 
obtenerse considerando m� s puntos en la frontera de 
la regi�n considerada, s� lo que los c� lculos pueden 
hacerse voluminosos. 

Adem� s cuando un problema resulta de mayor 
complejidad precisamos utilizar alg�n sistema de 
computaci�n algebraica, pero no podemos olvidar que 
se trata apenas de una herramienta, por lo cual el 
trabajo de planificaci�n del profesor se torna mucho 
m� s denso y menos elemental, as� ser� necesario el 
trabajo en equipos. Ha comenzado una etapa nueva 
con el advenimiento de las nuevas tecnolog�as para la 
educaci� n matem� tica  
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